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� 一年生植物の開花のタイミング

一年生植物：春に種子から発芽→成長→秋に種子を残す。いつまで栄養
器官の成長を続ければいいのか。繁殖活動にエネルギーを割くにはどのよ
うなスケジュールがいいのだろうか？
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ここで ����は光合成速度。����は繁殖活動の総量。���� � ��、���� � �

である。� � ���� � �は分配率。この植物は � 期まで生きる。問題は ��� �

を最大にすること。
結果：最適成長スケジュールでは成長期の前半は栄養成長に徹する。あ
る時点で繁殖成長へとスイッチし、その後は光合成で得た栄養をすべて花
や実に回す（練習問題１参照）。

� ポントギャーリンの最大原理：限界価値の力学系

動学的最適化問題はハミルトニアンという以下の関数を用いて解く。こ
こで ��と ��は各変数に対する補助変数である。
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に従う。終点条件は ���� � � �、���� � � �である。これらを用いて ��

を計算するとハミルトニアンの値を各期において最大化したものとなって
いる。
直観的にはある期に栄養器官サイズがごくわずか増えると、それ以降生
育期間の終わりまでの間ずっともとの軌跡よりも高くなる。この増分を表
しているのが ��である。これは限界価値であり、時間とともに減少する。
繁殖活動については常に ����� � �が成り立つ。

� 地上部と地下部の比率

���
��

� ���������
 ��� ���

���
��

� ���������
 ��� ���

���
��

� ���������
 ��� ��

栄養器官サイズを地上部 ��と地下部 ��に分けて考察。繁殖総量 ��� �

を最大にするもので、解き方は前節と同じ。均衡成長経路に乗る。練習問
題 	参照。

� 多年生植物の最適成長

多年生の植物は一年生の植物に比べどのような条件で有利になるのか？
植物は落葉性で毎年の生育季節が終わると光合成器官が捨てられるとす
る。�����は光合成器官の大きさ。�����は貯蔵部のサイズ。添え字は生育
年度で、各年度内の日は連続。光合成で得た栄養の分配は１節のようにな
るが、貯蔵部の物質を使った生産部の育成も考慮されねばならない。さら
に生育期間の最初には葉がないので ����� � �である。貯蔵部の初期サイ
ズは貯蔵サイズから繁殖投資を引いたものなので以下のようになる。
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さらに光合成器官の展開速度には上限があったり、光合成器官に投資
した物質は回収できないなどの制約があるが、最終的に���
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を行う。�は一年あたりの生存率。この関数を最大化するような成長スケ
ジュール �����と年度間の分配�を決定する。
解き方は２ステップからなる。一つ目は �����最適化問題。これは ��� �

最大化問題と同じ→最大化原理で解を導出。結果は光合成器官をひたすら
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大きくする時期と、その育成を止めて生産物をすべて貯蔵もしくは繁殖に
用いることになる時期の二つに分かれる。
二つ目のステップはダイナミックプログラミングを用いて繁殖投資量

�を最適にする。その年の繁殖と次年度以降の繁殖のトレードオフを考
えて決めることができる。すなわち
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ここに ������� � ������ � � ��を代入すると、� ����� �� � ����� �

�� �������� ������となる。最適成長スケジュールは ���� � � ��のとき
� � �、���� � � ��のとき� � ���� �� ��になる。

� 展葉のフェノロジー

一斉展葉か順次展葉か？
未成熟個体は以下のようになる。

� 光や水分などの資源が豊かで高い光合成速度が許されるときには順
次展葉型になる。

� 非生産的な環境で光合成速度が小さいと早い時期に展葉を打ち切る
一斉展葉型になる。

成熟個体の展葉タイミングは生産性とはあまり関係せず、貯蔵効率 �と
年間生存率 �で決まる。貯蔵効率高いとたくさんの物質を残そうとして一
斉展葉になる。次年度の繁殖が不確実な場合には貯蔵したものを前年に用
いてしまい十分には残さないので、年度の初めに葉をつけた後も追加して
いく順次展葉タイプが有利になる（図 ����）。
前節モデルではいったん繁殖が始まると毎年同じように繰り返される。
しかしただ一階の繁殖で親が死んでしまうケースもある（竹など）。これ
は繁殖活動をするならばある程度まとまった投資をしないと十分な効率が
得られないからである。このときは���

�
������を目指す。

� 生活史戦略：現在と将来のトレードオフ

より一般的な生活史戦略に関する��を考察。
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���の中の第一項は �期での繁殖、第二項はそれ以降の繁殖である。最
適戦略 ��は現在の繁殖と将来の繁殖のトレードオフになっている。ただ、
将来の繁殖をあらかじめ知っておく必要がある。これについては最高齢 ��

歳�において ���� � �となっていることを用いて逆算していく。すると
最適会を満たし、�を最大にする分配スケジュールが決められる。
検証可能な予測を導くには��や ��が ��にどのように左右されるかを
明記する必要がある・・・過去の行動の選択 ��が後の結果に影響すること
は生物のサイズや体内のエネルギー備蓄量などの内部状態の変化を通じて
モデル化可能。そして、現在の状態から過去の履歴の違いをうまく表現で
きる場合には「最適化においては以前の状態や戦略がどうであれ、残りの
期間における戦略が現在の状態からスタートしたときの最適解になってい
る」という最適性原理が成立する。このような内部状態モデルは数式とし
て決定することは困難で、主に計算機による数値計算が用いられる。

� 病気のスケジュール

病原体の多様な行動パターン：���ウィルスは感染直後に活動し、その
後潜伏。インフルエンザは感染後ひたすら増殖。
このような多様なパターンは病原体にとっての適応的なスケジュールで
はないだろうか。
病原体は寄主の体内に侵入してから ����� � �����で増殖するとしよ
う。� � ���� � ��は増殖率。感染速度 ����も寄主の死亡率 �� ��も病
原体の個体数とともに増殖。一人の寄主が死ぬまでの間に他の個体に観戦
する期待値は � を寄主の最大寿命として、
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�は病原菌の適応度と考えられる。これを最大にする増殖率を最大値原
理や��で計算する。スケジュールは ����の形によって大きく異なる。た
とえば性的接触で感染する病原菌では ����は飽和する。空気感染するも
のは比例以上に増加する。

	



� 練習問題

�� 切り替え齢以前 �
 � � � �は �� � �と ���� � ��より

��

��
� �� ���

��

��
� � ����

これを解くのは容易で、答えは ���� � �������。さらに ���� � �と
��
�� � �から ���� � �。次に切り替え齢以後 � � � � �
は
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すなわち � は ������の速度で比例的に成長する。よって、���� �

������������ �
�である。繁殖活動の総量は ��� �だったので ��� � �

����������� � �
� である。これを �
 について最大化すると �
 �
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�� ����の間に��が増えると、限界価値は ����������だけ増え
る。これは �期において �������� ����������� �� � �������に
等しい。������ �� � ���は分配要素。

�� ハミルトニアンの微分より、時間を通じて ��は変化しない。また、
���� � � �であることから、����� � �である。

	� ��	���� � ����� � ������ � ������������� と、��	���� �

����� � ������ � ������������� を考慮し、��� � ��� である期間
は変化率も等しいので、������ � ������となる。このとき
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となり、��章の結果と等しくなる。


� ラグランジュアンを � �  � � �
���� � ��" � � � ��とする。�と

� に関する一階条件から  � 
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。これを解くと �� �

�
�
�� � ����が得られる。��と"の関係は明示されていないので

大小関係を考慮する必要がある。もし �� � " ならば制約条件を満
たすので �� � " � ��となる。一方 �� � "ならば制約条件を満た
さないので �� � "となる。






�� � � ���� ���から � ����� �� � �������� �� � � �� ��������と書
き換えられる。仮定より � # ��なら ���� �� ���� �������は増加。
これが最大となるのは � # ��の時。

前問との類推で" � � � ���� ���とすると、

��� ���� ��� � ��では � は増加する。葉の大きさが最大になる
まではすべての栄養素を葉に回す。よって� � �

��� ���� ��� � ��ではもう � は増加しない。このとき、葉に回
しても余る栄養素を � に回す。すなわち � � ���� � � ��と
なる。

�� !� � �� � ������� � ����!� � �������・��から右辺を計算し、
���が微少なので無視する。その後!�についてとくと答えが得ら
れる。

� うーん
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